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Резюме: Розглядається завдання ототожнення параметра інтервалу лінійної динамічної системи. Показана 
можливість застосування процедур обчислення ототожнення інтервалу параметра нерухомої системи для 
вирішення цього завдання. Запропонований метод встановленого ототожнення параметра лінійної динамічної 
системи у формі багатовимірних еліпсоїдів. 
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1. Вступ 

Дослідження лінійних стаціонарних 
динамічних об’єктів часто вимагає розв’язування 
задачі параметричної ідентифікації. На 
сьогоднішній день існує достатньо велика 
кількість праць, присвячених розв’язку задач 
даного класу [1-9]. Зокрема, в працях [1, 2, 4] 
розглядаються задачі параметричної 
ідентифікації на основі значень вихідних 
змінних, отриманих в каналі вимірювання для 
заданих управляючих сигналів. В працях [3-4] 
розглянуто задачі параметричної ідентифікації 
динамічного об’єкта за умов випадкової 
адитивної похибки в каналі вимірювання. Для 
дослідження отриманих оцінок параметрів при 
цьому необхідно дослідити статистичні 
характеристики випадкових похибок, що не 
завжди можливо за умов обмеженої вибірки 
експериментальних даних. 

Останнім часом для ідентифікації параметрів 
як статичних, так і динамічних об’єктів 
використовують теоретико-множинний та 
інтервальний підходи, які не вимагають 
дослідження похибок в каналі вимірювання, за 
виключенням виявлення їх максимальних 
значень (максимальної амплітуди). Цьому 
напрямку присвячена велика кількість робіт, 
серед яких слід виділити базові праці Кунцевича 
В.М., Личака М.М., Бакана Г.М. та Куссуль Н.Н, 
Walter E., Pronzato L. [1-8] та інш.. Незважаючи 

на достатньо широкі можливості теоретико-
множинного та інтервального підходів, які 
проявляються особливо у випадках обмеженої 
вибірки даних з обмеженими похибками, при 
розв’язуванні задач параметричної ідентифікації 
більшість дослідників використовують 
традиційний стохастичний підхід. Основними 
причинами цього є складність опису множини 
параметрів, яка отримується при застосуванні 
теоретико-множинного підходу, обчислювальна 
складність алгоритмів множинної ідентифікації, 
а також відсутність програмного забезпечення, 
яке успішно можна застосовувати на практиці. 

Тим часом для розв’язання задач 
параметричної ідентифікації моделей статичних 
об’єктів, розроблено достатньо ефективні 
обчислювальні методи, побудовані на виділенні 
насичених блоків даних експерименту (кількість 
спостережень за вихідною змінною, в яких 
співпадає з кількістю невідомих параметрів 
моделі). 

Тому метою даної праці є розробка методу 
множинної ідентифікації параметрів моделей 
динамічних систем на основі застосування та 
модифікації існуючих методів параметричної 
ідентифікації статичних систем, коли дані 
експерименту мають обмежені за амплітудою 
похибки, тобто є інтервальними.  

Постановка задачі. 
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Розглянемо лінійний динамічний об’єкт, який 
описується системою лінійних диференційних 
рівнянь 
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t
tx rr

r

⋅+⋅=
∂

∂
,                            (1) 

 
а канал вимірювання його вихідних змінних 
описується системою лінійних алгебраїчних 
рівнянь 
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де mRtx ∈)(r  - вектор параметрів стану 

системи; 
nRtu ∈)(r  - вектор входів – управлінь; 
lRty ∈)(r  - вектор вихідних змінних; 

A, B, C – матриці невідомих параметрів 
системи; 
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li tetetete ))(),...,(),...,(()( 1=
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вектор випадкових обмежених похибок 
вимірювань. 

Нехай відома максимальна амплітуда цих 
похибок ∆  і справедливою є умова 

 
litei ,...,1 0 ,)( =∀>∆∆≤                              (3) 

 
Здійснимо перехід до дискретного вигляду 

рівнянь динаміки, користуючись відомими із [9] 
процедурами: 

 
kkk uQxGx rrr

⋅+⋅=+1 ,   ,...2,1,0=k               (4) 

111 +++ += kkk exCy rrr
   ,...2,1,0=k                    (5) 

 
де kk ux rr ,  - вектори параметрів стану та 

управлінь, які визначені в k-ій часовій точці; 
G, Q, С – невідомі матриці відповідних 

розмірів. 
Перевага дискретного рівняння стану полягає 

в тому, що значення параметрів в наступній 
точці визначається на основі тільки одної 
попередньої точки. 

Зв’язок параметрів дискретного та 
неперервного рівнянь стану добре відомий, в 
даному випадку, при ступеневій апроксимації 
компонентів вектора )(tur  з рівнянь (1) – (2) 
справедливі наступні співвідношення [9]: 
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Не порушуючи загальності, введемо такі 

спрощення: 
С=І – одинична матриця, тоді ml = ;  

розглядатимемо систему зі скалярним 

управлінням, тобто T
kk uu ),...0(=

r
, 








=

q
Q

...0
0
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Тоді систему (4), (5) можна записати у такому 
вигляді
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111 +++ += kkk exy rrr
,   ,...2,1,0 0 ,1 =∀>∆∆≤+ kek                                          (9) 

 
Основним завданням множинної 

параметричної ідентифікації є знаходження 
множин параметрів G та Q на основі даних 
експерименту (інтервальних даних), отриманих 
внаслідок реалізації скалярного управління і 
вимірювання змінних стану з обмеженою 
похибкою: 

 

],[ 11
+
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де ∆⋅−= +

−
+ ixx kk

rrr
11 , та ∆⋅+= +

+
+ ixx kk

rrr
11 , 

,...2,1,0=k  - вектори нижніх та верхніх меж 
гарантованих інтервалів змінних стану; 

i
r

 – вектор, всі компоненти якого є “1”. 
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Метод множинної ідентифікації параметрів 
динамічного об’єкта на основі виділення 
насиченого блоку експерименту. 

Користуючись даними експерименту (10), 
отриманими із врахуванням властивості 

обмеженості похибки вимірювань e (3), систему 
(8) – (9) перепишемо у такому вигляді 
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Отримана система є інтервальною системою 

лінійних алгебраїчних рівнянь відносно 
невідомих коефіцієнтів матриць G і Q. 

З кожної і-тої стрічки системи (11), за умови 
mk ≥ , отримаємо k інтервальних рівнянь, які, у 

випадку лінійної незалежності інтервальних 
векторів ,...2,1]),,]...[,([ ,,,1,1 =+−+− kxxxx kmkmkk , 

дозволяють провести ідентифікацію коефіцієнтів 
матриці G, що знаходяться в і-тій стрічці. 

Не порушуючи загальності, будемо 
розглядати систему mk =  інтервальних рівнянь, 
отриману на основі m-тої стрічки із системи (11) 
у вигляді: 
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(12) 

 
Отримана система подібна до інтервальних 

систем, що будуються на основі інтервальних 
даних при розв’язуванні задач параметричної 
ідентифікації моделей статичних систем [10]. В 
просторі оцінок коефіцієнтів 

 ),...,,...,( ,,1, mmimmm gggg =
r

 розв’язком 
системи (12) є, в загальному випадку, не опуклий 
многогранник (див. приклад для випадку m=2, 
наведений на рис.1) 

.
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1. 
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Аналіз системи рівнянь (12) показав – якщо 
інтервали 1,...,0,,..,1],,[ ,, −=∀=∀+− mkmixx kiki  
стягуються в точку, то розв’язком системи (12) в 
просторі оцінок коефіцієнтів mgr  є симетричний 
опуклий многогранник – m-вимірний 

паралелепіпед mΩ  (див. рис. 2. для m=2). У 
цьому випадку для знаходження розв’язку 

системи (12) є придатними  ефективні 
обчислювальні методи, розроблені в теорії 
ідентифікації інтервальних моделей статичних 
систем [10]. При цьому застосування 
обчислювальної процедури  виділення 
насиченого блоку експерименту, описаної в [10], 
дозволить отримувати розв’язок у вигляді 
паралелепіпеда.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 2. 
Таким чином розв’язок усієї системи (12) є 

об’єднанням розв’язків – m-вимірних 

паралелепіпедів mΩ , отриманих із розв’язків 
системи (12), в якій замість векторів  

,...2,1,0]),,[],...,,[],...,,([ ,,,,,1,1 =+−+−+− kxxxxxx kmkmkikikk

.використано вектори  

 
1,...0,,...1],,[,,...,1),,...,,...,( ,,,,,,1 −==∈∀= +− mkmixxxmkxxx kikikikmkik . 

 
Користуючись відомими в інтервальному 

аналізі властивостями системи (12) для 
знаходження її загального розв’язку достатньо 
розв’язати mm⋅2  інтервальних рівнянь, складених 
вище описаним способом, коли компонентами 
вектора ),...,,...,( ,,,1 kmkik xxx  є межові значення 

інтервалів mkmixx kiki ,...1,,...1],,[ ,, ==∀+− . В 
результаті із кожної системи отримуватимемо 
розв’язок, що задаватиме pm,Ω  - m-вимірний 

паралелепіпед, де mmp ⋅= 2,...,1 . 

Слід зауважити, що при збереженні загальної 
подібності процедур множинної параметричної 
ідентифікації моделей статичних та динамічних 
систем з інтервальною вихідною змінною, при 
реалізації цих процедур для динамічних систем 
суттєво зростає часова складність, що є 
предметом окремих досліджень. 

Враховуючи лему 1 із праці [10], для 
отриманого розв’язку у вигляді паралелепіпеда 
існує оптимальна гарантована оцінка у вигляді 
m-вимірного еліпсоїда у такому вигляді:
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де матриця pX  - складена із межових значень 

інтервалів. Наприклад вона  може мати такий 
вигляд: 
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На рисунку 3 для випадку m=2 схематично 

зображена гарантована оцінка у вигляді еліпсоїда 
(13).

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 3. 
Із урахуванням вище викладеного, формально 

оцінку розв’язку усієї системи (12) можна 
записати у вигляді об’єднання m-вимірних 
еліпсоїдів (13) 
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Рис. 4 ілюструє для m=2 оцінку розв’язку 
системи (12) у вигляді множини (14).
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Користуючись отриманим розв’язком (14) 
задачі параметричної ідентифікації, m-те 

рівняння із системи рівнянь динаміки (4) матиме 
такий вигляд: 
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Слід зауважити, що описаний метод 

множинної ідентифікації параметрів із 
використанням m спостережень не завжди 
забезпечує потрібної точності прогнозування на 
основі отриманої моделі. Тому в подальшому 
необхідно розвивати його для умов збільшення 
кількості інтервальних спостережень k>m. 
 

ВИСНОВКИ 
1. Аналіз задачі множинної ідентифікації 

параметрів дискретних лінійних динамічних 
систем показав її подібність задачі 
параметричної ідентифікації статичних систем в 
тому сенсі, що обидві задачі зводяться до 
знаходження розв’язку інтервальної системи 
лінійних алгебраїчних рівнянь. 

2. Запропонований метод множинної 
ідентифікації на основі насиченого блоку 
експерименту дозволяє отримати гарантовану 
множину параметрів динамічного об’єкта у 
вигляді сукупності m-вимірних еліпсоїдів. Для 
реалізації запропонованого методу, придатними 
є алгоритми та обчислювальні процедури 
параметричної ідентифікації статичних систем, 
хоча при їх застосуванні зростатиме часова  
складність обчислень. 
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Abstract: The task of interval parameter’s identification of linear dynamic system is considered. Possibility of 
application of calculation procedures of parameter’s interval identification of the static system for the decision of this 
task is shown. The method of parameter’s set identification of the linear dynamic system in form of multidimensional 
ellipsoids is proposed. 
 
Keywords: interval analysis; interval parameter’s identification; dynamic systems; interval data. 
 

1. INTRODUCTION 
For researching of electrical circuits the dynamic 

models usually are constrain. In this case the tasks of 
parameter’s identification of dynamic system are 
solve. Last time for identification of parameters both 
static and dynamic objects interval approach is use. 
This approach do not require of researching of errors 
in the channel of measuring. Upper and lower 
bounds of experimental data –interval data is needed 
only. For parameter’s identification of static objects 
the high efficiency calculation methods on the basis 
of selection of the saturated interval data blocks of 
experiment are developed now. Therefore 
development of method of interval parameter’s 
identification of the dynamic systems on the basis of 
application and modification of existent methods of 
parameter’s identification of the static systems is 
actuality. 

 
2. STATEMENT OF TASK 

We will consider a linear dynamic object, which 
is described by the system of the discrete equations: 

 
kkk uQxGx
rrr
⋅+⋅=+1 ,  ,...2,1=k  ,                       (1) 

 
111 +++ +⋅= kkk exCy

rrr ,  ,...2,1=k  ,                       (2) 
 
where m

k Rx ∈
r  is the state variables vector of the 

system in k discrete time; n
k Ru ∈
r  is the input 

variables (“controls”) vector in k discrete time; 
p

k Ry ∈+1
r  is the output variables vector in k+1 

discrete time; G, Q, C –matrices with unknown 
elements, which must be identified; 

T
pkikkk eeee ),...,,...,( ,1,11,11 ++++ =

r  is the random 
bounded errors vector, which in k+1 discrete time 
are measured. 

Lets the known maximal amplitude of these 
errors ∆   

 
,...2,10,1 =∀>∆∆≤+ kek .                                   (3) 

Not in contempt of generality we are assumed: 
C=I – singles matrix, then mp =  and we will 
consider the system with the scalar control, that is  

 
T

kk uu ),...0(=
r , 








=

q
Q

...0
0 . 

 
Then systems (1), (2) we can write down in such 

kind: 
 


















⋅+⋅++⋅++⋅=

⋅++⋅++⋅=

⋅++⋅++⋅=

+

+

+

kkmmmkiimkmkm

kmmikiiikiki

kmmkiikk

uqxgxgxgx

xgxgxgx

xgxgxgx

,,,,,11,1,

,,,,,11,1,

,,1,,1,11,11,1

......
.
.

......
.
.

......

    (4) 

 
111 +++ += kkk exy

rrr , ,...2,10,1 =∀>∆∆≤+ kek        (5) 
 
Estimation of elements (parameters of dynamic 

system) of matrices G and Q on the basis of the data 
of experiment (interval data) is the basic task of 
interval parameter’s identification. These data got as 
a result of realization of scalar control and 
measuring state variables with the bounded errors: 

 
],[ 11

+
+

−
+→ kkk xxu

rr
 ,                                        (6) 

 
where ∆⋅−= +

−
+ ixx kk

rrr
11  and ∆⋅+= +

+
+ ixx kk

rrr
11 , 

,...2,1=k  are lower and upper bounds of the assured 
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interval of state variable vectors; i
r

 is the vector, all 
components of which are “1”. 

 
3. METHOD OF INTERVAL 

PARAMETER’S IDENTIFICATION OF 
DYNAMIC OBJECT ON THE BASIS OF 

SELECTION OF THE SATURATED 
BLOCK OF EXPERIMENT 

Using the data of experiment (6) system (4), (5) 
we will rewrite in such kind 

 



















≤⋅+⋅++⋅≤

≤⋅++⋅≤

≤⋅++⋅≤

+
+

+−+−−
+

+
+

+−+−−
+

+
+

+−+−−
+

1,,,,,1,11,1,
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.
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kmkkmkmmmkkmkm

kikmkmmikkiki

kkmkmmkkk

xuqxxgxxgx

xxxgxxgx

xxxgxxgx

,...2,1=k                        (7) 

 
From at each i row of the system (7), for mk ≥ , 

we will get k interval equations which allow to 
conduct identification of coefficients of matrix G, 
that are found in i row.  

Let’s consider the system mk =  of the interval 
equations, got on the basis of m row from the system 
(7):
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                                   (8) 

 
The interval system of linear algebraic equations 

(8) is similar to the systems built on the basis of 
interval data at solve of tasks of parameter’s 
identification of static system models by the method 
of selection of the saturated block of experiment.  In 
space of coefficient’s estimations 

),...,( ,1, mmmm ggg =
r  the total solution of the interval 

system (8) is the union of mm⋅2 solutions – the m- 
dimensional parallelepipeds pm,Ω  mmp ⋅= 2,...,1 .Every 
m- dimensional parallelepipeds pm,Ω  is the solution’s 
set of the interval system combined from system (8) 
by using one from mm⋅2  combination of lower or 
upper bound of intervals mkmixx kiki ,...1,,...1],,[ ,, ==+− . 
For the got solution as a parallelepiped there is the 
optimum assured estimation as a m-dimensional 
ellipsoid: 

 
{ }mggXEXggRgQ pmmp

T
p

T
pmm

m
mpm =−⋅⋅⋅⋅−∈= − )()( ,

2
,,

rrrrr   (9) 

 

where pX  is the matrix, built from the lower or 
upper bounds of intervals 

mkmixx kiki ,...1,,...1],,[ ,, ==+− ,  

1
1

, +
− ⋅= kppm XXg

rr
 is the center of ellipsoid;  

 
( )Tmmmmmmk xxxxX )(5.0),...,(5.0 ,,1,1,1

+−+−
+ +⋅+⋅=

r
; 

{ })(5.0),...,(5.0 ,,1,1,
−+−+ −⋅−⋅= mmmmmm xxxxdiagE . 

 
Formal estimation of solution of all system (8) 

can be written down as a union of m-dimensional 
ellipsoids (9) 

 
{ },)()()( ,

2
. mggXEXggRgXQ pmmp

T
p

T
pmm

m
mpm ≤−⋅⋅⋅⋅−∈= −

rrrrr  (10) 

Using the got solution (10), the m equation from 
the system of equations of dynamic system will have 
such kind: 

]],[max;],[min[];[
][),(,][),(,

,1, uqxxguqxxgxx kk
T
m

XXXQqg
kk

T
m

XXXQqg
kkmkm
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4. CONCLUSIONS 

1. The analysis of task of interval parameter’s 
identification of the discrete linear dynamic systems 
showed its similarity of task of parameter’s 
identification of the static systems. Both tasks are 
erected to finding of solution of the interval system 
of the linear algebraic equations. 

2. The method of interval identification on the 
basis of selection of the saturated block of 
experiment is offered. It is allow get the assured 
parameter’s set of dynamic object as an aggregate of 
ellipsoids. For realization of the offered method 
algorithms and calculable procedures of interval 
parameter’s identification of the static systems are 
suitable. 

 
 




