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ДОПУСТИМЕ ОЦІНЮВАННЯ МНОЖИНИ ПАРАМЕТРІВ СТАТИЧНОЇ
СИСТЕМИ В КЛАСІ БАГАТОМІРНИХ ЕЛІПСОЇДІВ

М. Дивак

Тернопільська академія народного господарства

Резюме: Розглянуто методи побудови допустимих еліпсоїдальних оцінок області працездатності
статичної системи. Показано умови існування області допусків, коли статична система описується
інтервальною моделлю і розроблено ітераційний алгоритм, який дозволяє сумістити процедури
локалізації множини параметрів моделі і допустимого еліпсоїдального оцінювання. Проведено
аналіз задачі допустимого оцінювання параметрів лінеаризованої інтервальної моделі в умовах
ідентифікації базових функцій, який дозволив виробити підходи до вибору конфігурації допустимої
еліпсоїдальної оцінки.

Ключові слова: допустимі еліпсоїдальні оцінки, область працездатності статичної системи,
інтервальна модель, інтервальний аналіз.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧІ

Точність статичної системи в значній мірі
визначається точністю компонент, з яких вона

складається.  Кожна  i   та  вихідна  характе

ристика  системи  є  функцією  параметрів
компонент,  значення яких  утворюють вектор

T
mj bbbb ),...,,...,( 1


. Традиційно при проек

туванні системи знаходять вектор номінальних

значень  параметрів  її  компонент  ob


,  який

забезпечує номінальні значення характеристик

)( 0byi


. В процесі виробництва та експлуатації

системи, реальні значення цих характеристик
відрізняються від номінальних. При цьому, чим
більші  відхилення  реальних  значень  від
номінальних,  тим  менша  точність  системи.
Застосувавши  до  нелінійних,  у  загальному

випадку,  характеристик  системи  )( 0byi



лінеаризацію  по  логарифмічних  значеннях

параметрів у околі точки  ))ln(),...,(ln( 1 omо bb ,

вимоги  до  точності  характеристик  системи
записують  у  вигляді  такої  системи
двохсторонніх лінійних нерівностей, яку надалі
називатимемо інтервальною системою лінійних
алгебраїчних рівнянь (ІСЛАР) [1]:
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де  
ii yy ,     нижня  та  верхня  межі  допус

тимих значень вихідних характеристик системи.
Перейдемо у системі інтервальних рівнянь (1)

до  допусків  для  i   тої  характеристики

0iii yyy   , 
0iii yyy   . Тоді отримана

ІСЛАР матиме такий вигляд:

  YbSY

 , (2)

де
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вектори,  складені  із  верхніх  та  нижніх  меж

інтервалів  ],[ 
ii yy    відхилень  вихідної

характеристики  від  номінального  значення,

відповідно; S ={
0)(
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b

j

i
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 ,

mjNi ,1,,1  } матриця чутливостей  ijS  i 

тої характеристики до зміни значення  j  тогоо

параметра системи;  b

  вектор з компонентами

)ln()ln( ojjj bbb  .

Розв’язком отриманої системи інтервальних

рівнянь в просторі параметрів  mRb


 є область

працездатності  статичної  системи,  яка  одно

часно є допустимою областю 
~ . Властивості

цієї області розглянуті у праці [2]. Зокрема, у
просторі  параметрів  вона  є  опуклим  мно
гогранником з вершинами
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ss YSb

  1 ,   ms 2,...,1 ,

(3)

де 
sY

   вектор,  складений  із  комбінацій

нижніх  та  верхніх  меж  інтервалів  ],[ 
ii yy 

відхилень  вихідної  характеристики  від  номі
нального  значення.  Будьякі  значення  пара

метрів b


, вибрані із множини 
~ , забезпечуютьть

допустимі значення усіх виходів  iy .

Оскільки кількість характеристик статичної
системи, переважно, є меншою від кількості її
параметрів,  то  задавши додаткові  обмеження

  jjj bbb    на  значення  частини  пара

метрів,  прийдемо  до  випадку  mN  .  Тоді

матриця чутливостей  S   у системі  (2) є квад

ратною  )( mm ,  а  область  працездатності  у

просторі  параметрів  є  гіперпаралелепіпедом

m
~

. Припустимо також, що  mSrang )( .

При розв’язуванні задач аналізу та синтезу
допусків  на  параметри  статичної  системи,
традиційно  застосовують  інтервальні  методи
допустимого  оцінювання,  коли  у  область

працездатності  m
~

  вписують  прямокутні

паралелепіпеди з гранями, паралельними осям
координат  [3].  Очевидно,  що  при  цьому  не
можливо досягнути значного покриття області
працездатності, особливо у випадку її сильної
“витягнутості”. Тому для оцінювання розв’язків
системи  (2) все частіше застосовують методи
допустимого оцінювання в класі багатомірних
еліпсоїдів [4]. Подібна задача розглянута у праці
[4],  де  отримана  оптимальна  еліпсоїдальна

оцінка на основі такої теореми: “Для  mN   у

многогранник  m
~

  можна  вписати

m вимірний еліпсоїд

 1)(
~

)( 2   bbSESbbRbmQ TTm

 ,

(4)
що дотикається до центрів  усіх  граней  і  з

центром ваги  YSb

  1 ”.

У  виразі  (5)  E
~     діагональна  матриця

допусків  )(5,0
~   iii yy  ,  mi ,...,1  від

хилень вихідних характеристик об’єкта. Вектор

Y

   має  такий  вигляд:

Y

 =(

1y ,..., iy ,..., my ) T ,

)(5,0   iii yyy  .

На практиці при аналізі області працездат
ності  замість  точної  моделі  системи  часто
приходиться  використовувати наближені,  або
спрощені моделі статичної системи, побудовані
за результатами експерименту. В цьому випадку
запропонований метод [4] допустимого еліпсо
їдального  оцінювання  виявляється  непри
датним.  Метою  даної  праці  є  дослідження

допустимої оцінки області працездатності  m
~

,

отриманої у класі еліпсоїдальних множин для
випадку,  коли  статична  система  описується
інтервальною моделлю [1].

ДОПУСТИМА ЕЛІПСОЇДАЛЬНА ОЦІНКА
У ВИПАДКУ МНОЖИННОЇ

ІДЕНТИФІКАЦІЇ ПАРАМЕТРІВ
ІНТЕРВАЛЬНОЇ МОДЕЛІ

Нехай  в  результаті  експериментальної
множинної ідентифікації отримані інтервальні
моделі  статичної  системи у вигляді  множини
лінійно  параметричних функцій [1]

bxxy T
ii


 )()(€  ,  b


  ,  Ni ,...,1 ,

(5)

де  )(xT
i


  вектор значень базових функцій

рівняння  i  –  тої  вихідної  iy   характеристики

системи;        множина  векторів  оцінок

b


  параметрів  моделі  системи,  отримана  у

результаті множинної ідентифікації.
Позначимо вектор значень базових функцій

)(xT
i


   рівняння  i  –  тої  вихідної  iy   харак

теристики  системи  для  фіксованого  вектора

входів  ix


  за  ),...,,...,( 1 imiji
T
i фффф 


.  В  за

гальному  випадку  значення  векторів  ix


  для

різних виходів можуть відрізнятися між собою.
У  відповідності  з  припущеннями,  на  які
спирається метод аналізу  інтервальних даних
[1],  значення  кожної  i  –  тої  вихідної  ха
рактеристики для фіксованого вектора входів

ix


  гарантовано належить відповідним  інтер

валам прогнозування  ],€;€[]€[  iii yyy  де межі

інтервалів визначаються за такими формулами:
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   Ni ,...,1   .  (6)

Розглянемо задачу знаходження допустимої
області параметрів для отриманих інтервальних
моделей  з  інтервалами  прогнозування  (6).
Задаючи інтервали допустимих значень виходів

],[ 
ii yy , для фіксованого вектора входів  ix


 таа

з врахуванням уведених позначень приходимо
до ІСЛАР

  YbFY



~ ,

(7)
подібної  до  ІСЛАР  (2).  Проте  у  даному

випадку  матриця  чутливості  S,  замінена  на
матрицю  значень  базових  функцій

},1,,1,{
~

mjNiфF ij  , а вектори   YY

   ,

складені  із  верхніх та  нижніх меж  інтервалів

],[ 
ii yy   відхилень вихідної характеристики

не  від  номінальних значень,  а  від  граничних
значень  інтервалу  прогнозування

]€;€[]€[  iii yyy , тобто вони визначаються так:

  iii yyy € ,    iii yyy € , Ni ,...,1   .

(8)
Відповідно,  компоненти  вектора

T
mbbb ),...,( 1  


,  отриманого  із  розв’язкуу

ІСЛАР (7), будуть задавати відхилення значень

параметрів від граничних точок множини  .

Особливістю  отриманої  ІСЛАР  (7)  для
даного  випадку  є,  що  існування  її  розв’язків
залежить від ширини інтервалів прогнозування

]€;€[]€[  iii yyy . Зокрема, по цій причині ІСЛАР

(7) може не мати розв’язків. Тоді це означає, що

області  допусків  
~   не  існує.  Сформулюємо

необхідні умови існування області 
~  у вигляді

твердження.
Т в е р д ж е н н я 1. Для існування області

допусків необхідно виконання включень

 ]€;€[ ii yy [ 
ii yy , ],  Ni ,...,1   (9)

Доведення.  Нехай  включення  (9)  не  вико
нується хоча б для одного i. Тоді з формули (8)

витікає:    ii yy  , що суперечить прийнятому

означенню інтервалу і відповідно підтверджує
правильність теореми.

Як  витікає  з  твердження  1,  для  існування

області  допусків  
~   необхідно  забезпечити

певну  точність  прогнозування  інтервальних

моделей у точках  ix


. Звідси стає очевидним, що

для  отримання  області  допусків,  наприклад,
заданого об’єму, раціональним буде суміщення
процедур множинної ідентифікації параметрів
моделі і допустимого оцінювання.

Застосуємо для цих цілей метод локалізації
параметрів моделей з  виділенням насиченого
блоку експерименту, описаний в праці [5].

Допустиму  оцінку  розв’язку  ІСЛАР  (7)
шукатимемо у класі еліпсоїдальних множин (4)
максимального  об’єму.  Спочатку  задамо
локалізаційну  область  на  k  =0  ітерації.  Для

цього  покладемо  у  формулі  (8)  
iy€ =0,


iy€ =0, Ni ,...,1     і   підставимо  отримані

значення  
ii yy  , ,  відповідно,  у  вектори

 YY

   ,  ІСЛАР (7). Розв’язком цієї системи

є  деяка  допустима  область  m
~

,  яка  буде

використана у локалізаційному методі на k =0
ітерації і в цілому буде задавати конфігурацію
множини  оцінок  параметрів  інтервальної
моделі.  Для  уточнення  оцінок  параметрів
(зменшення розмірів локалізаційної множини)
використовуємо такі рекурентні формули:

)1()(€)1(€   kkyky iii  ,

)1()(€)1(€   kkyky iii  ,  mi ,...,1 ,

(10)

де  )1(€  kyi  та  )1(€  kyi  нижнє та верх

нє значення i – тої вихідної  iy  характеристики

системи для фіксованого вектора входів  ix


 на

1k й  ітерації  локалізаційного  методу;

)1(  ki ,  )1(  ki     величини,  значення

яких  на  кожній  ітерації  знаходяться  за  мето
дикою, описаною в праці [6].

Шляхом проведення k – того спостереження
у точках   на  кожній  ітерації поступово уточ
нюємо  інтервальні  моделі,  тобто  зменшуємо
ширину інтервалів прогнозування . При цьому,
на  кожній  ітерації  формули  (8)  набувають
рекурентного вигляду
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)(€)( kyyky iii
  ,

)(€)( kyyky iii
  , Ni ,...,1   . (11)

Підставляючи значення  )(kyi
 ,  )(kyi

   з

формули (11) у вектори   YY

   , , а останні у

формулу (7) та з врахуванням теореми 1, з праці
[4] отримаємо рекурентну формулу допустимої
області у вигляді багатомірного еліпсоїда:

 1))1((
~

)1(
~~

))1(()1( 2   kbbFkEFkbbRbkmQ TTm

 ,

(12)

де  )1( kb

  вектор, який задає центр ваги

допустимого  еліпсоїда  на  k    тій  ітерації  і
визначається за формулою

  5,0
~

)1( 1Fkb



(( )1()1( 11   kyky  ),...,

( )1()1(   kyky ii  ),...,

)1()1(   kyky mm  )) T ;(13)

)1(
~

kE     діагональна  матриця  допусків,

відхилень вихідних характеристик, отриманих
на k  тій ітерації

 5,0{)1(
~

diagkE

( )1()1( 11   kyky  ),...,

( )1()1(   kyky ii  ),...,

( )1()1(   kyky mm  )). (14)

Зауважимо, що кожне спостереження, якщо
воно є інформативним, проведене у точці  може
одночасно звузити частину, або усі інтервали ,
У просторі параметрів це означає переміщення
декількох  не  паралельних  граней  області
локалізації  в  сторону  зменшення  її  розмірів.
Такий  випадок  зображено  у  просторі  пара
метрів на рис. 1 для m=2.

Рис. 1. Ілюстрація суміщення процедур
локалізації та допустимого оцінювання.
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Штрих    пунктирними  лініями  виділена
область, з якої побудована допустима область

m
~

,  що  отримана  на  k  тій  ітерації  лока

лізаційного методу. На рис. 2 зображена область

m
~

 та її допустима оцінка у вигляді еліпса.

Як видно з рис. 1 та рис. 2, розміри допус
тимої області тим більші чим менші  розміри
області  локалізації,  тобто чим  точніші  інтер
вальні  моделі.  Очевидно,  що  найбільших
допусків  можна  отримати,  коли  відомі  номі

нальні  (“точні”)  значення  T
mbbb ),..,( 0010 



параметрів  моделі.  Результати  чисельних
експериментів,  проведені  із  застосуванням
локалізаційного  методу  показали,  що  при
збільшенні  кількості  спостережень  розміри
локалізаційної  області  зменшуються,  але
одночасно  зростає  частка  неінформативних
спостережень.

Оскільки  запропонований  підхід  допус
тимого  оцінювання  базується  на  локаліза
ційному методі, то для його практичної реалі
зації  необхідно задати  умову зупинки  обчис
лювальної  процедури  при  досягненні  певної
допустимої області. Наприклад, ця умова може

бути  задана  так:  )1(~
0~ 


kVV

mm
,  де 

0~
m

V
 

заданий  об’єм  допустимої  області,  а

)1(~ 


kV
m

  розрахований  на  k+1  ітерації  за

допомогою формули

12

1

~ )
~~

det())1()1(()1( 




 T
ii

m

i

FFkykykV П
m

 .

(15)

Рис. 2. Допустима область параметрів на k
тій ітерації локалізаційного методу.

Допустиме оцінювання параметрів лінеари
зованої  інтервальної  моделі в  умовах  іденти
фікації базових функцій.

Розглянемо випадок, коли вихідні змінні  iy

  0b
   

1b

mQ

m
~
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Тепер  задамо  допустимі,  з  точки  зору
функціональної придатності статичної системи,

інтервали  виходів  ],[ 
ii yy .  Спираючись  на

твердження 1, отримаємо умови забезпечення
функціональної придатності системи

[ iy€ ),( bxk


] ],[ 

ii yy , Ni ,...,1   .

(21)
Перепишемо ці умови з урахуванням заміни

інтервалів [ iy€ ),( bxk


] ( Ni ,...,1   ), на  інтер

вали, обчислені з виразів (20) і користуючись
властивостями інтервальних включень [4]:




 i

m

j
j

k
ij

фф
ybф

k
ij

k
ij

€€min
1]€[€

 ;




 i

m

j
j

k
ij

фф
ybф

k
ij

k
ij

€€max
1]€[€

 ,  Ni ,...,1   , (22)

де  iy€   ii yy 0€ ;  iy€   ii yy 0€ .

Як і раніше, будемо вважати, що  mN  . В

загальному випадку розв’язком системи нерів

ностей (22) при  mN    є об’єднана  множина

m0
~
  допустимих відхилень параметрів  jb  від

номінальних значень.  У  просторі  параметрів
отриманий розв’язок є не опуклим многогран
ником, що суттєво ускладнює знаходження його
допустимої еліпсоїдальної оцінки. Як видно із

системи  (22),  при  звуженні  інтервалів  [ k
ijф€ ]

( mi ,...,1   , mj ,...,1 )  до  точкових  значень

вона  стає  еквівалентною  ІСЛАУ  (2),  для
розв’язку якої існує єдина оптимальна допус
тима оцінка у вигляді багатомірного еліпсоїда.

Отже,  чим  менша  ширина  інтервалів  [ k
ijф€ ]

( mi ,...,1   , mj ,...,1 ),  тим  точнішу  еліпсо

їдальну  оцінку  допустимої  області  розв’язку
системи  нерівностей  (22)  можна  отримати.

системи нелінійно залежать від її входів  x


 таа

параметрів b


iy ),( bx


= )),((
1




m

j
jiji baxg


 ,  Ni ,...,1  

(16)

де  ),( jij ax


   ( mj ,...,1 )  базові  функції

відомого вигляду з невідомими векторами  ja


параметрів, які надалі називатимемо коефіцієн
тами.

Припустимо,  що  ідентифікація  невідомих

векторів  ja


  коефіцієнтів  здійснюється  в

результаті  незалежних  серій  спостережень  в

точках  kx


 ( Kk ,...,1   ), коли результати спосс

тережень задаються в  інтервальному  вигляді,
тобто

kx


,  [ ),();,( jkijjkij axax
   ], Ni ,...,1   ,

mj ,...,1 ,  Kk ,...,1   , (17)

де  [ ),();,( jkijjkij axax
   ]  –  інтервали

можливих  значень  функцій  ),( jij ax




( mj ,...,1 ) в точках  kx


. В  результаті  застоо

сування  методу  аналізу  інтервальних  даних,
отримаємо області можливих значень векторів

ja


 і відповідні до них функціональні коридори

[ )(€ xij


 ]=[ )(€);(€ xx ijij
   ], Ni ,...,1   ,

mj ,...,1 . (18)

З  урахуванням  цих  функціональних  кори
дорів,  оцінки  нелінійних  залежностей  (16)
матимуть інтервальний вигляд

[ iy€ ),( bx


]= ))](€[(
1




m

j
iji bxg


 ,  Ni ,...,1   .

(19)
Нехай із фізичних міркувань відомий деякий

номінальний  вектор  параметрів

T
mbbb ),..,( 0010 


, що при фіксованому наборі

входів  kx


  забезпечує  номінальні  інтервали

виходів  [ iy0€ ]=[ iy€ ),( 0bxk


].  Лінеаризуємо

залежності (19), застосуванням розкладу в ряд
Тейлора  в околі вектора номінальних значень

параметрів  0b
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Наявність інтервалів

[ k
ijф€ ] ( mi ,...,1   , mj ,...,1 )

у  системі  нерівностей  (22)  призводить  до
існування  множини  можливих  m  вимірних

еліпсоїдів, вписаних у допустиму область  m0
~
 .

Для опису цієї множини складемо таку систему
нерівностей:





 i

m

j
j

k
ij ybф €€

1

 ; 




 i

m

j
j

k
ij ybф €€

1

 ,

mNi  ,...,1  , (23)

де  k
ijф€     будьякі  значення,  вибрані  із

відповідних  інтервалів  [ k
ijф€ ]  ( mi ,...,1   ,

mj ,...,1 ).  Позначимо  за  kF
~

={ k
ijф€ ,

mi ,...,1   ,  mj ,...,1 } матрицю розмірності

( mm ), [ kF
~

]={[ k
ijф€ ],  mi ,...,1   ,  mj ,...,1 }

матрицю розмірності ( mm ) з інтервальними
компонентами, а за

  },,1,€{
€

 },,,1,€{
€

miyYmiyY ii 





   

вектори,  складені  із  верхніх  та  нижніх  меж

інтервалів  ]€,€[ 
ii yy  . З урахуванням уведених

позначень отриману систему можна переписати
у матричному вигляді

  YbFY k
€~€ 
 . (24)

Нехай  m
~

( kF
~

)  розв’язок системи (24) при

фіксованому  наборі  k
ijф€   ( mi ,...,1   ,

mj ,...,1 ). Тоді, в силу лінійності систем (23),

(24), справедливим є включення

m
~

( kF
~

) m0
~
 ,  kF

~
[ kF

~
], (25)

з  якого  витікає,  що  розв’язок  системи
нерівностей  (24)  є  допустимою  оцінкою
розв’язку системи нерівностей (23).

Зауважимо,  що  включення  kF
~
 [ kF

~
]

означає,  що  кожна  компонента  матриці  kF
~

належить відповідному інтервалу  компоненті

інтервальної матриці [ kF
~

].

Користуючись  виразом  для  оптимальної
еліпсоїдальної оцінки (4), множину допустимих
еліпсоїдальних  оцінок  запишемо  у  такому

вигляді:

 1)(
~~~

)()
~

( 2   bbFEFbbRbFmQ k
T

k
Tm

k


 ,

kF
~
[ kF

~
], (26)

де  YFb k

€~ 1

   ;  E

~   діагональна матриця

допусків  )€€(5,0   ii yy  ,  mi ,...,1   відхи

лень  вихідних  характеристик  статичної  сис

теми;  Y
€
 =( 1

€y ,..., iy€ ,. .., my€ ) T   вектор  зтор  з

компонентами  )€€(5,0€   iii yyy  .

На  рис.  3  для  випадку  m=2  схематично

зображені: область  m0
~
 ; її допустима оцінкаа

m
~

( kF
~

),  обчислена  для  матриці  kF
~

,  компо

нентами  якої  є  середини  інтервалів  [ k
ijф€ ]

( 2,...,1  i ,  2,...,1j );  допустима  оцінка  у

вигляді еліпса

Рис. 3.

Як  видно  з  рисунка,  отримані  допустимі
оцінки є неоптимальними, оскільки не забезпе

чують максимального “покриття” області  m0
~
 .

Очевидним також є те, що оптимальна допус
тима оцінка даної області існує і залежить від

вибору  матриці  kF
~
 [ kF

~
],  а  її  знаходження

може бути формалізоване у вигляді такої задачі
математичного  програмування  з  нелінійною
цільовою функцією:

max
~

))
~

((  k
m

F
FQV k

,  kF
~
[], (27)

де  ))
~

(( kFQV m
   об’єм  допустимого  багато

мірного еліпсоїда.
В  загальному  випадку  процедури  знаход

ження  розв’язку  задачі  (27)  є  достатньо
складними.  Тому  в  даних  умовах  найбільш
обґрунтованим буде підхід, коли конфігурація
допустимого  еліпсоїда,  визначається  не  із
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)
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розв’язку  задачі  (27),  а  вибирається  виходячи
із  умови  його  максимальної  подібності  до
технологічного  еліпсоїда  розсіювання  випад
кових значень параметрів. Очевидно, що саме
у цьому випадку буде забезпечуватися макси
мальна  точність  та  працездатність  статичної
системи.  Якщо  ж область  розсіювання  пара
метрів  є  невідомою,  то  у  випадку  незначної
розмірності  задачі  (27), за допустиму еліпсо
їдальну  оцінку  можна  вибрати  найкращу
(найбільшого  об’єму)  серед  отриманих  для

матриць  kF
~

, компонентами яких є комбінації

меж інтервалів [ k
ijф€ ] ( mi ,...,1   ,  mj ,...,1 ).

Коли  ж  значення  m  є  достатньо  велике  і
застосування методів повного перебору стає не
можливим, то допустиму оцінку можна отри

мати на основі матриці  kF
~

, компонентами якої

є  середини  інтервалів  [ k
ijф€ ]   ( 2,...,1  i ,

2,...,1j ), як це показано на рис. 3.

ВИСНОВКИ

Розглянуто  методи  побудови  допустимих
еліпсоїдальних оцінок  області працездатності
статичної системи за умов її опису інтерваль
ними моделями. Доведено твердження стосовно
умов існування області допусків, коли статична
система  описується  інтервальною  моделлю  і
розроблено  ітераційний  алгоритм,  який
дозволяє  сумістити  процедури  локалізації
області  параметрів  моделі  і  допустимого
еліпсоїдального  оцінювання  і  тим  самим
оптимізувати  витрати  на  проведення  експе
рименту  для  досягнення  заданої  допустимої
області параметрів. Формалізовано і проведено
аналіз  задачі  допустимого  оцінювання  пара

метрів  лінеаризованої  інтервальної  моделі  в
умовах  ідентифікації  базових  функцій,  який
дозволив  виробити  підходи  до вибору  конфі
гурації допустимої еліпсоїдальної оцінки.
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